ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 29.6.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Odrediti kompleksnost algoritma za izracunavanje vrednosti determinante reda n
a) ako se primenjuje razvoj detrminante po nekoj vrsti ili koloni,

b) ako se determinanta transformise na trougaoni oblik.
2. Odrediti broj baza u F™ (F=GF(q)). Koliko ima linearnih (n, m)-kodova nad poljem F.
3. Definicija i primer formalne teorije.

4. Tzracunati /e‘%ﬁ%(w) dx, gde je L, LAGUERReov polinom.

0

5. Polazeéi od funkcije generatrise izvesti izraz za CEBISEVljev polinom.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 29.6.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- numericka analiza -

1. Metodom polovljenja intervala, sa tacnoséu od € = 1073, naé¢i maksimum funkcije:

$3

et —1’

y=f(r)=

ukoliko se zna da postoji tacno jedan maksimum funkeije u intervalu (2, c0).

2. EULERovom metodom poligonalnih linija resiti diferencijalnu jednacinu:

(@) + 2¢ 41 (2) = 1
T @ e ) T @ et e

na intervalu [1,2] ako je y(1) =11 h = 0.5.

3. Izvesti trotackastu GAUSS-LEGENDREovu formulu.

NAPOMENA:
e Ispit traje 1.5 sat.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 11.9.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Opisati kodiranje formula predikatskog racuna. Ilustrovati kodiranje na primeru
sledec¢e formule:

(VZL’l)(ViLQ) R%(l‘l, {L'Q).

2. Nad GF(2) odrediti sve ireducibilne polinome stepena 2 i 3.

3. Opisati sledece heuristike za problem trgovackog putnika i komentarisati njihov kvalitet:
a) heuristika najblizeg suseda,

b) 3-optimalna heuristika.

4. Dokazati rekuretnu relaciju:

!

zP, (z)— P

n—1

(z) = nPu(z),

n

1
a zatim izracunati integral /xPl (x)P,(x) dx, gde je P, LEGENDREoOV polinom.
S

9. Dokazati ortogonalnost LAGUERREovih polinoma.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 11.9.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- numericka analiza -

1. Metodom prostih iteracija naéi koren jednacine:
v’ — 3y +1=0,

u intervalu [1, 2], sa Sest tacnih decimala.

2. Odrediti A, B i C tako da kvadraturna formula:
2h
[ 4% 1(a) do = Afao) + BASan) + OO f(a) + R()
0

bude tacna za polinome Sto veteg stepena.

3. RUNGE-KUTTA metod drugog reda.

NAPOMENA:
e Ispit traje 1.5 sat.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNIGKI FAKULTET — BEOGRAD 9.10.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Principom rezolucije dokazati valjanost formula:
a) (3z)(A(z) A B(z)) = (F2)A(z) A (3z)B(x),
b) (Vz)C(z) V (Vz)D(z) = (Vz)(C(z) V D(z)).

2. Neka je (X, V, A) mreza. Dokazati da je preslikavanje f,(x) = a V x monotono. Odre-
diti sliku intervala [a A b,a], [a A b, b], [a,a V b] i [b,a V b] pod dejstvom preslikavanja f,.

3. Definicija rekurzivne funkcije. CHURCHova teza i njeno znacenje.
4. 19, Ispitati da li je za BESSELovu funkciju prve vrste tacna formula:
d ([ = L o1 (2)
— =x :
dx \ J,(x) J2(x)
20, Dokazati da je tacna asimptotska relacija:

)

() ~ —2L —1,-2,...).
La)~ e @=0 (v # )
30, Izracunati integral:
t
v JV+1('T) 1
/x 720 dx (v#—-1,-2,...).

0

9. Izvesti eksplicitnu formulu za HERMITEove polinome koristeéi diferencijalnu jednacinu.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 9.10.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- numericka analiza -

1. Primenom prvog NEWTONovog interpolacionog polinoma izracunati:

3n

a) S, = Z k2,
k=1
3n

b) o, =Y (—1)".

k=1

2. Diskretnom srednje kvadratnom aproksimacijom (METOD NAJMANJIH KVADRATA)
odrediti parametre a, b, ¢ u aproksimacionoj funkciji ®(z) = ax® + bx + ¢ za sledeéi skup
podataka:

i |-2 -1 0
fl@)] 1 -1 —1

Odrediti vrednost srednje kvadratne greske o = Z |f(z) — ®(zy) .

3. Izvesti prvi i drugi NEWTONov interpolacioni polinom.

NAPOMENA:
e Ispit traje 1.5 sat.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 12.2.2003.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Polazeéi od ¢injenice da su aritmeticke funkcije: fi(z,y) = = +y, fo(z,y) = -y,
fs(z,y) = 2¥ i fy(x,y) = x=y rekurzivne, dokazati rekurzivnost sledeéih funkcija:

2) f(z) = sEn(z).
b) g(y) = [v5 - y].

2. Dokazati savrSenost sledeéeg linearanog koda u Zs:

0001112 22
012012201 2
02121010 2
01220112290

(kodne reci su odredene kolonama). Odrediti generatorsku matricu koda. Desifrovati reéi:
02101 1211.

3. Postupak za prevodenje formule kvantifikatorskog ra¢una u preneks normalni oblik.

4. 1°. Za LAGUERRove polinome L, dokazati rekuretnu relaciju:

nLn_1(z) + L, (z) —nL,_,(z) = 0.

[e.9]

!/

20, Tzracunati integral: /eanH(x)Ln(x) da.

0

9. Izvesti BESSELovu diferencijalnu jednacinu.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 12.2.2003.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- numericka analiza -

1. Odrediti realne parametre A, B i ¢ tako da kvadraturna formula:

/f(x) dr = Af(~ \/5; Y L Bf(—e) + Bf(0 +Af(\/52+ h

bude ta¢na za polinome sto je moguce viseg stepena.

2. Jednacina e* — |z| = 0 ima koren u blizini tacke 1.88 4+ 6.28i. Naci koren jednacine sa
tacnoscu € = 0.005.

3. Izvesti prvi i drugi NEWTONov interpolacioni polinom.

NAPOMENA:
e Ispit traje 1.5 sat.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 1.3.2003.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Transformisati formule u preneks normalnu formu:
a) (va)(7y) ((32) (P(e,2) A Py, 2)) = (Bu)Q(w,y,u)).
b) (¥2)(¥y) ((32)P(2, . 2) A (Fu)Q(x, u) = (F0)Q(y,v)) ).

2. Ispitati distributivnost i modularnost sledeée mreze: a c

3. TURINGova masina.

4. 1° Dokazati da BESSELova funkcija prve vrste J,(ax) zadovoljava diferencijalnu
jednacinu:

22y +ay + (P2t — 1)y = 0.
20, Dokazati jednakost:

x

/Jy(ax)Jl,(ﬁx)x dr = ﬁ (aJy(ﬁx)Jy+1(ax) — ﬁJy(ozx)Jl,H(ﬁx)),

0

gde je a # (B, v>—11J, BESSELova funkcija prve vrste.

9. Dokazati ortogonalnost LAUGERREovih polinoma.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 1.3.2003.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- numericka analiza -

1
1. Neka je data funkcija: F(t) =t + 525 —14+v1—¢*:[0,1] — R. Ukoliko se zna da

funkcija F' ima tacno jedan maksimum u tacki c€ (0, 1), izracunati ¢ sa tacnoséu € =0.005.

2. Za diferencijalnu jednacinu y = z%y? — 1, pri pocetnom uslovu y(0) = 1, odrediti
prvih pet ¢lanova razvoja resenja u MACLAURINov red.

3. Izvesti prvi i drugi NEWTONov interpolacioni polinom.

NAPOMENA:
e Ispit traje 1.5 sat.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 11.5.2003.
Katedra za primenjenu matematiku

KOLOKVIJUM IZ MATEMATIKE 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. U zavisnosti od prirodnog broja n, uzimajuéi operacije sabiranja i mnoZenja za ele-
mantarne korake, proceniti kompleksnost izra¢unavanja vrednosti funkcije:

F(iL’, y) = Z Z ak,mfk xkymik
m=0 k=0

u datoj tacki (w9, o) € R?. Koeficijenti funkcije su poznati realni brojevi.

2. Ispitati svodljivost polinoma:
Py(z) =2® + kx + 1

nad poljem GF(3) u zavisnosti od parametra k.

3. Definisati i obrazloziti pravila izvodenja:
a) modus ponens,

b) rezolucija.

4. a) Dokazati rekuretnu relaciju:

tP(z)— P,

n—1

/

(x) = nP,(z).

b) Izracunati integral:
1

/ ©P. (z)P,(z) dz.

P, je LEGENDREoV polinom.

9. Koriste¢i HERMITEovu diferencijalnu jednacinu izvesti eksplicitni oblik za HER-
MITEove polinome.

NAPOMENA:
e Kolokvijum traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 8.7.2003.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Odrediti kompoziciju a3 supstitucija:
a)a={z— f(y), y—z},8={r—a y—b z—yk
b)a={r—a y— f(2), z—y}, 6={x—b y— 2z z—gx)}

2. U aditivnoj grupi Zg = (Zg, +¢) odrediti:
a) Red svakog elementa.
b) Generatore grupe.

c) Cikli¢ne podgrupe.
3. Definicija rekurzivne funkcije. CHURCHova teza i njeno znacenje.

4. 1°. Dokazati rekuretnu relaciju za LAGUERREove polinome:

Lpyi(x) + (x —2n—1)L,(x) + n*L,,_1(z) = 0.
20, Tzracunati integral: /eIxQLi(x) da.

0

5. Dokazati RODRIGUESovu formulu za LEGENDREove polinome.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNIGKI FAKULTET — BEOGRAD 9.9.2003.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Polazeéi od ¢injenice da su aritmeticke funkcije fi(z,y) = 2 +y i fo(z,y) = -y
rekurzivne, dokazati rekurzivnost funkcija: f(x) = 2!, g(x) = z=11 h(z,y) = z=y.

2. Navesti definicije S i A mreze. Dokazati da je svaka S-mreza ujedno i A-mreza.

3. Definisati pojmove: atom, literal, sastavak, rezolventa.

4. Tzraziti sferne Besselove funkcije Jyo(z) i J_1/2(z) u konaénom obliku pomocu ele-
mentarnih funkcija.

5. Polazeéi od funkcije generatrise izvesti izraz za CEBISEVljev polinom.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Principom rezolucije dokazati valjanost slede¢ih formula:
a) (Vy)(Vo)A(z,y) = (Bx)(Vy)A(z, y),
b) (Bx)(Vy)A(z,y) = (Vy)(3r) Az, y),
c) (Vy)Ex)A(z,y) = (32)3By) Az, y).

2. Nad GF(3) odrediti sve ireducibilne polinome stepena 11 2.

3. Definicija i primer formalne teorije.

o0

4. Tzracunati /e‘zx . L, ()L, (x)dz, gde je L, LAGUERREOV polinom.

0

5. Izvesti izraz za LEGENDREovu diferencijalnu jednacinu.

7.10.2003.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.

e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 30.1.2004.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Principom rezolucije dokazati valjanost slede¢ih formula:
a) (Vz)(Vy)A(r,y) = (Fy)(Ve) Az, y),
b) (By)(Vz)A(z,y) = (Vz)(3y) Az, y),
c) (Vo)(3y)A(z,y) = (Fy)(Bz)A(z, y).

2. Dokazati da je svaka distributivna mreZa ujedno i modularna. Da li vazi i obrnuto?
3. Pregled osnovnih pojmova iz teorije linearnih kodova.

1
4. Ako je P, LEGENDREov polinom, odrediti P, (1) i P,(0), a zatim izraéunati/PgnH(x) dx.
0

5. Diferencijalna jednac¢ina LAGUERREovih polinoma.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 27.2.2004.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Azbuka TURINGove masine sadrzi simbole 0, 1 i prazno slovo b. Prirodni brojevi se
predstavljaju svojim binarnim zapisom. Konstruisati program za ovu masinu koji utvrdu-
je da li je zadan prirodni broj deljiv sa 8.

2. Dokazati da je slede¢a formula
(Vx)A(z) A (Vo)B(x) = (Vx)(A(z) A B(z))

teorema predikatskog racuna.

3. Dokazati da kona¢no polje ima p* elemenata gde je p prost a k prirodan broj.

4. Tzracunati .
| e @) s,
0

gde je H,(zr) HERMITEov polinom.

5. Dokazati da za CEBISEV]jeve polinome vazi formula

T, (z) = cos(n arccos x).

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 22.5.2004.
Katedra za primenjenu matematiku

KOLOKVIJUM IZ MATEMATIKE 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Principom rezolucije dokazati valjanost formula:
a) (3z)A(z) A (Vz)B(z) = (3z) (A(z) A B(x)),
b) (Vz)(C(z) Vv D(z)) = (Va)C(z) V (3z)D(z).

2. Ispitati svodljivost polinoma:
Po(z) =2 +kx+1

nad poljem GF(3) u zavisnosti od parametra k.
3. Opisati 3-optimalnu heuristiku za problem trgovackog putnika.

4. Izracunati integral

/ Lo(x) Pu(x) da,

-1

gde je P,(r) LEGENDREov polinom i L,(x) LAGUERREovV polinom.

9. Koriste¢i HERMITEovu diferencijalnu jednacinu izvesti eksplicitni oblik za HER-
MITEove polinome.

NAPOMENA:
e Kolokvijum traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 25.6.2004.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Odrediti kompleksnost problema da li u zadanom grafu sa n ¢vorova postoji potpun
podgraf sa k ¢vorova.

2. Odrediti kompoziciju a3 supstitucija:
a)a={z—fly),y—zh={r—a y—0b 22—y}
b)a={r—a y— f(2), z—y}, 6={x—b y— 2z z—gx)}

3. a) Dokazati da je karakteristika konacnog polja prost broj. b) Dokazati da konacéno
polje ima p* elemenata, gde je p prost a k prirodan broj.

4. Tzrac¢unati:
o

/ e~ Ly (2) Py () da,

gde je P,(z) LEGENDREov polinom i L, (z) LAGUERREov polinom.

5. Izvesti formulu za integralni oblik BESSELovih polinoma i pokazati da je

Ton(2) = (=1)"J(2).

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 27.8.2004.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. a) Neka je data aritmeticka funkcija:

r—=y xzyv

fi(z,y) =x;y={
0 : z<uy.

Dokazati da za prirodne brojeve x, y i z vazi jednakost: x=(y + 2) = (z=y)==z.
b) Dokazati rekurzivnost slede¢ih aritmetickih funkcija:

(@) filz,y) =z=y,

2. Neka u mrezi (X, V,A) vazi:
(%) (VY ANyVa)AN(zVe)=(xAy)V(YyAz)V(zAz).

Dokazati da je tada mreza modularna.

3. Opisati prevodenje formule kvantifikatorskog ra¢una u preneksni normalni oblik.
Skolemizacija formule.

4. 1°. Dokazati da HERMITEov polinom

zadovoljava diferencijalnu jednacinu
(1) y —2xy + 2ny = 0.

20, Koriste¢i diferencijalnu jednacinu (1) dokazati da je

[e.o]

/ e Hyp(2)Hy () dz =0 (m #n).

—00

9. Dokazati ortogonalnost LAGUERREovih polinoma.



NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 24.9.2004.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- diskretna matematika i specijalne funkcije -

1. Koristeéi se metodom rezolucije dokazati da je formula
(Jx) (A(:U) A B(x))
posledica formula

(Elx)(A(x) A C(x)), (V) (C’(x) — (B(x) A D(x)))

2. a) Dokazati da za svaki element z polja GF(p) polinom ¥ — x je identicki jednak 0.

b) Faktorisati polinom a? — z na nesvodljive faktore u polju GF(p).
3. Definicija rekurzivne funkcije i CHURCHova teza.

4. Dokazati da je
/2
1 —cosx

/Jl(a:COSQ) df = ——,

i
0

gde je t — Ji(t) BESSELova funkcija.

5. Izvesti eksplicitni izraz za HERMITEove polinome koriste¢i odgovarajuéu diferencijalnu
jednacinu.

NAPOMENA:
e Ispit traje 2.5 sata.
¢ Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




